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Résumé : 
 
On dérive un modèle à trois équations pour des écoulements cisaillés d’eau peu profonde. Les 
équations du modèle sont hyperboliques et ont une structure analogue aux équations d’Euler des 
fluides compressibles avec terme source. La résolution de ces équations en régime stationnaire permet 
d’obtenir des solutions pour les trains de rouleaux et les ressauts hydrauliques. Les amplitudes et les 
profils obtenus sont en excellent accord avec l’expérience. Les équations peuvent être résolues 
numériquement en régime non stationnaire. On obtient notamment le régime d’oscillation du ressaut 
hydraulique. Les fréquences d’oscillation sont en accord avec l’expérience. 
 
Abstract : 
 
A three equations model for sheared shallow water flows is derived. The model equations are 
hyperbolic and have a structure analogous to the Euler equations of compressible fluids with source 
term. The resolution of these equations in the steady case gives solutions for roll waves and hydraulic 
jumps. The amplitudes and profiles found are in excellent agreement with the experiments. The 
equations can be solved numerically. This gives in particular the oscillating behaviour of the 
hydraulic jumps. The frequency of the oscillations are found to be in agreement with experiment. 
 
Mots clefs : Écoulements cisaillés, eau peu profonde (shallow water), 
équations hyperboliques, ressaut hydraulique, trains de rouleaux (roll 
waves), hydraulique à surface libre. 
 
1 Introduction 
 
Les équations de Saint-Venant, communément utilisées en hydraulique à surface libre, décrivent les 
écoulements graduellement variés mais pas les écoulements rapidement variés tels que les ressauts 
hydrauliques ou les vagues déferlantes. Ces écoulements sont habituellement considérés comme des 
singularités hydrauliques et sont décrits par des lois d’origine expérimentale [1]. Le modèle de Saint-
Venant ne permet notamment pas de décrire les oscillations d’un ressaut hydraulique ni son profil de 
profondeur. Des solutions périodiques discontinues de type trains de rouleaux (roll waves) ont été 
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obtenues à partir des équations de Saint-Venant par Dressler [2]. Les expériences de Brock [3] 
montrent cependant que les solutions de Dressler surestiment très nettement l’amplitude des vagues et 
prévoient un profil de profondeur en désaccord avec les mesures expérimentales dans la région qui suit 
le front de l’onde. 
 
2 Dérivation du modèle 
2.1 Partie conservative 
 
On étudie des écoulements 2D turbulents ( 4Re 10 ) de faible profondeur sur un fond plan incliné. On 
définit un petit paramètre ε  H L  où H est l’ordre de grandeur de la profondeur et L une distance 
typique de variation dans une direction parallèle au fond. Le modèle est dérivé dans le cadre de 
l’approximation des écoulements faiblement cisaillés [4] : les fluctuations de la vitesse par rapport à sa 
valeur moyenne ont pour ordre de grandeur βε  où β 0 . Les équations d’Euler sont moyennées sur la 
profondeur. Les écarts de la vitesse horizontale par rapport à sa valeur moyenne sont pris en compte 
par une nouvelle variable appelée enstrophie, liée au carré de la vorticité. Les variables du modèle sont 
la profondeur, la vitesse moyenne et l’enstrophie. Il comporte trois équations qui correspondent aux 
bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie. Le modèle est hyperbolique et peut être écrit 
sous forme conservative. L’énergie turbulente est produite par les chocs (discontinuités) qui 
apparaissent naturellement dans le modèle. Les discontinuités sont décrites par les relations de 
Rankine-Hugoniot. 
 
2.2  Partie dissipative 
 
Les écoulements rapidement variés étudiés sont caractérisés par l’existence d’une structure turbulente 
dans laquelle la dissipation joue un rôle majeur. Cette dissipation, qui détermine notamment le profil 
de profondeur, est modélisée par l’introduction d’un terme nouveau dans le bilan d’énergie [5]. 
L’enstrophie est décomposée en une enstrophie de paroi, liée au cisaillement sur le fond, et une 
entrophie de rouleau liée à la turbulence dans les rouleaux des ressauts et des vagues. 
 
3 Application aux trains de rouleaux (roll waves) 
 
L’analyse de stabilité linéaire montre que les 
écoulements stationnaires uniformes deviennent 
instables pour un nombre de Froude généralisé 
supérieur à 2. Dans ce cas, le modèle admet des 
solutions périodiques discontinues de type trains 
de rouleaux [6].  
Le profil des vagues calculé est en excellent 
accord avec les mesures expérimentales de 
Brock (Figure 1) [7]. Le modèle permet 
d’obtenir la partie continue du profil des vagues 
où la profondeur est croissante du front de l’onde 
jusqu’à son maximum. L’amplitude des vagues 
est correctement prédite. 
Les équations sont résolues numériquement 
Figure 1. Profil de profondeur pour des trains de
rouleaux (roll waves) près du front de la vague. Points:
mesures expérimentales de Brock. Trait continu : profil
calculé avec notre modèle. Pointillés : modèle de Dressler.
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en régime non stationnaire par un schéma de Godunov. Les termes sources sont traités par une 
méthode de splitting standard. Les expériences de Brock ont été reproduites numériquement : une 
petite perturbation sinusoïdale est appliquée au début d’un canal en pente. Cette perturbation se 
développe et produit des discontinuités. On atteint un régime stationnaire périodique identique à celui 
prévu par l’étude en régime stationnaire. Si on applique une perturbation comportant deux fréquences 
distinctes, on observe le phénomène d’avalement (coarsening) [7] : les vagues de grande période 
finissent par englober les vagues de plus petite période. 
 
4 Application au ressaut hydraulique classique 
4.1 Solutions stationnaires 
 
Dans le cas d’un ressaut hydraulique sur fond plat 
et horizontal, les équations sont résolues en régime 
stationnaire. La solution est composée de deux 
parties : une discontinuité, décrite par les relations 
de Rankine-Hugoniot, qui augmente assez peu la 
profondeur mais qui crée une forte enstrophie, 
suivie d’un profil continu où la profondeur 
continue d’augmenter mais où l’enstrophie est 
progressivement dissipée. Le modèle permet 
d’obtenir des profils de profondeur en excellent 
accord [5] avec les profils expérimentaux obtenus 
notamment par Chanson (Figure 2) [8]. Les 
longueurs calculées pour les ressauts sont aussi en 
accord avec les longueurs de rouleaux mesurées expérimentalement [9]. 
 
4.2  Résolution numérique 
 
Les équations sont résolues numériquement en 
régime non stationnaire par un schéma numérique 
de Godunov avec solveur de Riemann HLLC. On 
reproduit une expérience standard de ressaut 
hydraulique dans un canal avec réservoir et vanne 
en amont imposant une profondeur et un débit en 
entrée, et un déversoir à seuil pointu en sortie du 
canal. Après un régime transitoire dépendant des 
conditions initiales, on obtient un ressaut 
hydraulique dont la position oscille continuellement 
à une fréquence mesurable qui dépend du nombre 
de Froude amont. Des oscillations de la surface 
libre naissent au début du ressaut et se propagent 
vers l’aval. Le profil moyen calculé est très proche 
des profils moyens expérimentaux. Les fréquences d’oscillation de la position du ressaut sont en 
accord [5] avec les fréquences mesurées, notamment par Zhang et al [10] (Figure 3). Ces oscillations 
apparaissent dès que le nombre de Froude amont est plus grand qu’une valeur seuil de 1,5 environ. 
Figure 2. Profil d'un ressaut hydraulique. Trait continu :
profil calculé par le modèle [5]. Pointillés : profil expéri-
mental moyen [8]. 
Figure 3. Fréquences adimensionnées (nombre de
Strouhal) des oscillations de la position du ressaut
hydraulique en fonction du nombre de Froude amont.
Points noirs : valeurs calculées par le modèle [5].
Cercles blancs : mesures expérimentales [10]. 
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Cette valeur coïncide avec la valeur expérimentale mesurée par Mok [11]. Les fréquences d’oscillation 
calculées numériquement ne dépendent quasiment pas de la longueur du canal [7]. 
 
5 Conclusion 
 
Le modèle développé est capable de décrire les écoulements rapidement variés comme les ressauts, les 
mascarets, les trains de rouleaux et les vagues déferlantes. Les profils de profondeur et l’amplitude des 
vagues sont correctement prédits. Le modèle peut capturer des phénomènes physiques comme les 
oscillations d’un ressaut hydraulique. Il comporte trois équations correspondant aux bilans de masse, 
de quantité de mouvement et d’énergie. Les équations sont hyperboliques et leur structure, analogue 
des équations d’Euler des fluides compressibles avec terme source, permet une résolution numérique 
par des schémas numériques classiques et robustes de type schémas de Godunov avec solveur de 
Riemann approché (HLLC par exemple). Les termes sources peuvent être traités par splitting. 
Ce modèle peut être étendu pour inclure les termes dispersifs, ce qui permet de généraliser les 
équations de Green-Naghdi [12]. Il est ainsi possible de décrire les ondes solitaires, les ressauts et 
mascarets ondulaires et les vagues côtières. La démarche mise en œuvre est également susceptible 
d’être appliquée dans de nombreuses situations [13]. 
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